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1. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient, que depén del parametre A:

Ax+y-z=0
y+2z=10
2Ax - y+5Az=30

a) Estudieu per a quins valors del parametre A el sistema és incompatible.
[1 punt]

b) Resoleu el sistema per al cas A =1.
[1 punt]
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Solucié:
a)

Estudieu per a quins valors de A el sistema és incompatible.

/2 1 -150
M|M=(0 1 1 10)
30

24 -1 521
A1 -1 A1 -1 1 1
o 1 1l=lo 1 1 =1|_3 5/1+2|=A(5/1+5)=5/1(l+1)
24 -1 52 0 -3 51+2

CASLSiA#0 i A#-1

Rang M = Rang M = nim. incog = 3

En virtut del teorema de Rouché-Frobénius, en aquest cas el sistema és
compatible determinat.

CASII: Si A=0

/0 1 -1]0
M|M=(O 1 110)
0 -1 0130
- 0 1 -1
|1 1|=2:»eo, 0 1 1|=0 = RangM=2
0 -1 0
1 -1 0 B
1 1 10|=70#0 = RangM =3
-1 0 30

Rang M # Rang M

En virtut del teorema de Rouché-Frobénius. el sistema és incompatible.

CASILA=—1
/-1 1 -150
M|M=<0 1 1]10
-2 -1 -5l30
NS, -1 1 -1
|1 1|=2;&0, 0 1 1|=0 = RangM=2
-2 -1 -5
1 -1 0 B
1 1 10/=120#0 = RangM =3
-1 -5 30

RangM =2 RangM =3
Rang M # Rang M

En virtut del teorema de Rouché-Frobénius, el sistema és incompatible.

El sistema €s incompatible per a dos valors del parametre A: A =01 A= —1.
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b) Resoleuel sistemapera A= 1.

y+z = 10

{x+y—z =0
2x—y+5z = 30

En aquest cas el sistema €és compatible determinat, t€ una tnica soluci6 i el sistema es
pot resoldre per qualsevol métode conegut, per exemple, pel métode de Gauss:

1 1 -1]0 1 1 -1]0 1 1 -1]0
(0 1 1110 | = (0 1 1 10) =10 1 1 10)
2 -1 5130 0 -3 7130 0 0 10160
De la tercera equacio, tenim 10z = 60, per tant, z = 6.

De la segona equacio, tenim y+z = 10, per tant, y = 4.
De la primera equaci6, tenim x +y — z = 0, per tant, x = 2.

Solucié: (x=2, y=4, z=6)]
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Sabem que el sistema d’equacions lineals segiient té una tnica solucié:

x+ay=1
x+az=1
y+z=a
a) Comproveu que a = 0.
[1 punt]
b) Trobeu la solucié del sistema en funci6 del parametre a.
[1 punt]



Selectivitat Catalunya | Matematiques | Juny 2017
Matrius - Determinants - Sist. d’equacions
www.buscatusclases.com

Solucié:

a)

Perque tingui soluci6 Unica caldra que el sistema sigui compatible i determinat; és a dir,
que rangM=rangM’=3

1 a 0]1
amb (M|M')= 1 0 all
01 1|a

Per tal que rangM=3 cal que DetM #0 < a=#0

Aix0 vol dir que el sistema és compatible i determinat sempre que a# 0

b) Per Cramer:

1 a O 1 1 0
1 0 a 1 1 a
a 1 1 a-2a 2-a° 0 a 1| 1-a*°-1 a .
T 24 2 YT 28 20 20
1 a 1
1 0 1
01 a 1-1-d° a
“T —2a  -2a 2

_ 2
Per tant, la solucié del sistema (en funcid del parametre a) és: (2 - ,%, % )
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X -1
Considereu les matrius quadrades d’ordre 2 de la forma M=| |,

e ,amb x1iy

nombres reals.

a) Comproveu que la matriu M és sempre invertible, independentment dels valors de x i
de y.
[1 punt]

b) Perax=11iy=-1, calculeu M.
[1 punt]
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Solucié:
5.
a)
Per a comprovar que una matriu M = (yzﬁ_ 1 _xl) és invertible és suficient

comprovar que el seu determinant és sempre diferent de 0.

Efectivament, |M| = x? — (—1)(y%? + 1) = x? + y? + 1, que és sempre diferent de 0,
ja que x? + y2 > 0 en ser suma de dos quadrats, independentment del valor que tinguin
les variables x i y.

b) Perax=1iy=-1,tenim M = (; _11)

. -1 _ L . t l 1 1
Tindrem M~* = T (AdjM)* = 3(_2 1).
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2. Considereu el sistema d’equacions lineals segiient:
x=y+z=0
2x+kz=1
x+(k+1)y+z=k*-4

en qué k és un parametre real.

a) Discutiu el sistema per als diferents valors de k.
[1 punt]

b) Resoleu el sistema per al cas k =-2.
[1 punt]
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Solucié:

2.
a)

Fem Gauss prenent les variables en I'ordre donat x, y, z, i obtenim les matrius

1 -1 1] 0
M|MA=<2 0 k|l 1 )
1 k+1 1lk2-4

Substituim la segona fila (F2) per F2-2-F1 i la tercera fila F3 per F3-F1, on F1 denota

la primera fila. Tenim
1 -1 1 0
(0 2 k-2 1 )
0 k+2 0 Ik2—-24

Ara és n’hi ha prou d’intercanviar les columnes 2 o 3 per tenir la matriu diagonalitzada:

1 1 -1 0
(0 k-2 2 1 >
0 0 k+2lk2 -4

i podem passar a la discussio:

. Per k # 2 i k # —2 tenim rang M = rang MA = nim. incog.= 3 i per tant és un
sistema compatible determinat.

. Per k =2 tenim rang M = 2 irang MA = nim.incog.= 3 i per tant es tracta
d’un sistema incompatible.

. Per k = —2 tenim rang M = rang MA = 2 i per tant és un sistema compatible
indeterminat amb 3-2 = 1 grau de llibertat.

Nota: Analogament, es pot discutir el rang M a partir del determinant de la matriu.
[M| = 4 — k? o del menor una vegada aplicat el primer pas de Gauss, amb la igualtat
| 2 k-2

k+2 0

la discussid. En qualsevol cas, la resolucioé correcta sera puntuada amb 1 punt.

= 0, que condueix igualment als valors k = 2 i k = —2, per a organitzar

b)

Ja hem vist que per k = —2 tenim un sistema compatible indeterminat i fent servir els
calculs de I'apartat anterior sabem que el sistema és equivalent a:

{x—y+z=0
2y —4z=1

. N . 1. 1 Yo
Triant z com a parametre, s’obté y = 2z + Jix=y—z=z+; d’on la soluci6 és

1 1
(x,y,2z) = (z+§,22+5,z)

O alternativament

2 2

1 1
(x,y,2) = (x,Zx ——,x——)

2y +1 2y—1)
s VT

w2 =
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0 -1 0
4. Considereula matriu A=| 0 0 -1
-1 0 O

a) Calculeu les potencies A2 A’ i AS.
[1 punt]

b) Calculeu la inversa de la matriu A°.
[1 punt]

10
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-1 0 0 -1 0 0
0-1 0 Yo 0 1\(-1 0 O
A=AA%=| 0 0 —-1[{1 0 0|50 -1 0l=-Id
-1 00 J){o 1 0/l0 0 -1

A°=A%-A3=(-Id)(-Id)=Id.

b) [Com que /d = A®= A-A°® aleshores la matriu inversa de A° és A

11
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al 11

5. Sigui| 1 a 1 a |lamatriuampliada d’un sistema d’equacions lineals.

11 aad
a) Discutiu el sistema segons els valors del parametre a, i interpreteu el resultat geometri-
cament.
[1 punt]

b) Per a a =1 trobeu la forma parameétrica del pla soluci6 i doneu un punt i dos vectors
directors d’aquest pla.
[1 punt]

12
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Solucié:
a)
a 1 1
Fem el determinant de la matriu dels coeficients: |1 a 1|=(a—1)?-(a+2)
1 1 a
v Si a#1 i a#—2| per Rouché-Frobenius, rang(4) = rang(A/b) = nombre
d’incognites = 3
Sistema compatible determinat, una sola solucid, un punt.
Els tres plans sén secants i es tallen en un punt.
1 1 11
v (4lb) = (1 1 1 1) rang(A) = rang(A/b) = 1 < 3 = nombre
1 1 11

d’incognites, llavors s un sistema compatible indeterminat amb dues variables lliures
Els tres plans coincideixen.|

v Si a=-2

-2 1 1 1 1 1 -2 4 1 1 -2 4
-Ap)=({1 -2 1 -2)~l1 -2 1 -2|~(0 -3 3 -6
1 1 -2 4 -2 1 1 1 0 3 -39

1 1 -2 4
~ <0 -1 1 —2)
0 0 0 1

Llavors és un sistema incompatible. Es tracta per tant de tres plans que no tenen cap
punt comu a tots tres. Com que tots els menors d’A d’ordre 2 sén diferents de 0, cada
dos plans es tallen en una recta que queda paral-lela (no continguda) al tercer pla.

1 1 11
b) El sistema és compatible indeterminat quana =1 - (4|b) = <1 1 1 1),
1 1 11

x=1—-t—s

ens queda el pla: x + y + z = 1, que en forma paramétrica sera: : { y=t .
Z=S

Un punt del pla és |P,=(1,0,0) i dos vectors directors: w, =(—1,1,0) i

13



