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1
Tracem la recta tangent a la funcié f(x)=—+1 per un punt
x

P =(a, f(a)) del primer quadrant. Aquesta recta juntament 3

amb els eixos de coordenades formen un triangle.

a) Comproveu que I'area d’aquest triangle, en funcié de a,
ve donada per la funcié

a’+3)°
g a)=( )
[1,25 punts]

b) En quin punt P I'area del triangle és minima? Calculeu aquest valor minim.
[1,25 punts]
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Solucié:

a) Larectatangentay = f(x) en el punt d’abscisses x = a és
y=f'(@x—a)+f(a).
-2

Comque f'(x) = e I’equacié de la recta tangent és

a’+3
a?

-2 1 -2

y=sk-a+5+1-oy=—x+
Els vertexs del triangle seran I’origen de coordenades i els talls de la recta tangent
amb els eixos, que sén:

Tallambx =0 -y = a’ts (0,@)

2 a?

a
_ -2 a?+3 __a(a?+3) a(a?+3)
Tallamby—0—>0—§x+a—2—>x— . —>( . ,0)

s PP . N 1 a2+3 a(a2+3) (a2+3)2
Aixi, I’area del triangle serd g(a) = s ————— = |—

b) Calculem els punts singulars de la funcié g(a) igualant la seva derivada a zero:

"(a) = 2(a?+3)-2a-4a—(a%+3)°-4 _ 4(a?+3)(..) _ . _ 3(a*+3)(a®-1) _
gla)= (4a)? - 16a2 4a? -

0,

a’? =1 - a = +1 Prenem perd només a = 1 ja que el punt P és al primer quadrant.

Aixi el punt P té coordenades (1, f (1)) = .

Es comprova que ’area és minima perqué el signe de la funcié g’ (que és el de la
part (a? — 1) perque la resta de termes s6n positius) canviaen a = 1:

a ’esquerra (per exemple, x = 0,9) és negatiu (i, per tant, la funcié g és decreixent),
a la dreta (per exemple, x = 1,1) és positiu, (i, per tant, la funcié g és creixent).

2
El valor de I’area minima és g(1) = (113) =




Selectivitat Catalunya | Matematiques | Juny 2020
Optimitzacié
www.buscatusclases.com

S’han trobat unes pintures rupestres en una cova situada en una
zona molt pedregosa. Hi ha un cami que voreja parcialment la
cova format per ’arc de corba y = 4 — x? d’extrems (0, 4) i (2,
0). La cova esta situada en el punt de coordenades (0, 2), tal
com es mostra en la figura, i es vol habilitar un accés rectilini
des del cami a la cova que sigui el més curt possible.

a) Identifiqueu a la grafica de la figura les coordenades de la cova i del punt del
cami des d’on es vol habilitar 1’accés. Comproveu que la funcié f(x) =
Vx* — 3x2 + 4 calcula la distancia des de cada punt del cam{ a la cova.

[1,25 punts]

b) Calculeu les coordenades del punt del cami que queda més a prop de la cova i
digueu quina sera la longitud de I’accés d.

[1,25 punts]



Selectivitat Catalunya | Matematiques | Juny 2020
Optimitzacié
www.buscatusclases.com

Solucié:

a) Quan posem la graella de valors
que ens diu el problema obtenim:

! Els punts del cami tenen coordenades P = (x,4 —

x?%). La distancia entre A = (0, 2) i qualsevol punt
del camfi és:

2)

d(A,P) =[x + (4 — x2 — 2)?
= Jx? + (2 - x2)?
=|yx*—3x2+4

b) Per a resoldre aquest problema d’optimitzaci6 necessitem saber els candidats a
maxim i minim, que han de ser punts en qué s’anul.li la funcié derivada.

Calculem f(x).
3 2
£1(x) = 4x° — 6X _ x(2x* - 3)
20x* -3 +4  Ix*-3x%+4

possibles extrems de f(x).

Jgualem la derivada a zero per trobar els

X(2x* -3)=0->x=0;x = i\/g del que només agafem les solucions positves.

03 3 3+
- — —, 400
"2 2 2’

/(%) <0 0 >0

Esbrinem ara quin sén els minims:

f(x) decreixent | minim | creixent

També es pot raonar que com que x* — 3x? + 4 és sempre positiu els minims de f(x)

estan en els mateixos punts que els minims de (f (x))? = g(x) = x* —3x% + 4 i per
tant:

3
g @) =4x3>—-6x;9'(x) =0 :>2x(2x2—3)=>x=00x=i-\/;
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D’aquestes solucions només considerem, pel context del problema, les positives.
Comprovem quins sén els maxims i quins els minims.
g'(x)=12x%> -6

g'"'(0) = —6 < 0 = En x=0 hi ha un maxim

g"| |5]=12-2-6=12>0 = Enx = _|>hi ha un minim.
2 2 2

Per tant el punt del cami que minimitza la distancia del cami a la cova és

(- ())- (B2

La longitud minima del cami sera:

4 2
3) - 3 3 3 +4= @ 33+4— 7_
f 2] 2] 2 B A
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