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SERIE 3

Criteris generals per a la correccio:

1.

En tots els casos, la resolucié que fa I'estudiant s’ha de poder seguir, i s’han de
comprendre’n els passos que fa. Aquelles respostes, parcials o totals, que
no estiguin desenvolupades o en les quals no es pugui seguir com s’ha
arribat a donar la resolucié seran puntuades amb 0 punts.

La resolucié proposada és, en alguns casos, una de les possibles i no és, en
principi, Unica. Per tant, sempre que I’enunciat ho permeti, en cas que
I’estudiant respongui amb una resolucié alternativa totalment correcta se
li assignara el total de puntuacié de I’apartat. Si la resposta és parcial, la
puntuacié obtinguda sera proporcional a la part corresponent de la puntuacioé
total.

En alguns casos, la solucio final pot admetre expressions equivalents. En
aquests casos, la puntuacié sera la totalitat de la puntuacio de I'apartat.

Tots els exercicis, apartats i passos dins d’'un apartat es valoraran amb
multiples de 0,25 punts.

Penalitzacié per errades de calcul o transcripcié:

o Silerrada que es comet no té més transcendencia, aleshores NO es
descomptara res de la puntuacio parcial de I'apartat.

e En cas que I'errada condueixi a derivacions paral-leles de I'enunciat, es
valorara i es puntuara el desenvolupament i la coheréncia de la resolucié
resultant, i només s’aplicara una penalitzacio final de 0,25 punts.

e En cas que I'errada condueixi al fet que alguna de les questions que es
demanen no tingui sentit, aleshores la puntuaci6 maxima de I'apartat sera
de 0,75 punts.

e Silaresolucié d'un apartat conté dues errades, la puntuacio6 de I'apartat
sera 'acumulada fins al moment previ a cometre la segona errada.
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1.
Resolucio:

a) El pal estara contingut en la recta que passa pel punt P = (30, 1,0) i que té per
direcci6 el vector normal al pla del terran = (1,0, —1).

Per tant, 'equaci6é parametrica és:

x=30+k
T y=1 , keR
z=-k

b) Necessitem el punt Q = r N m, interseccid de la recta anterior amb el pla del terra. Si
substituim I'equacié parametrica de la recta en I'equacio del pla, tenim:

30+k—(—k)=6 =30+2k=6=k=—12.

El punt de la base sera: [Q = (18,1,12)|.

| la longitud del pal és:

d(P,Q) = ||P@|| = llQ — PIl = [I(=12,0,12)|| = 12 - [|(=1,0,1)]|
=12-4/(=1)2 + 02 + 12 = |12V/2 unitats de longitud

Observacio: aquesta distancia també es pot trobar calculant la distancia del punt P al
pla m.

Pautes de correccio:
a) 0,25 punts per la identificacié del vector normal del pla.
0,25 punts pels elements que defineixen la recta que conté el pal.
0,5 punts per I'equacié parametrica.

b) 0,5 punts pel plantejament de trobar la interseccio de la recta que conté el pal
amb el pla del terra.

0,5 punts pel calcul del punt.

0,5 punts pel calcul de la norma del vector (o equivalent).
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2.
Resolucio:

a) La funcid f(x) és un quocient de polinomis. Per tant, el seu domini seran tots els
nombres reals excepte aquells punts que anul-lin el polinomi denominador.

—1++/1+48
2

Si resolem x% + x — 2 = 0, obtenim x = i, per tant, el denominador s’anul-la

pelsvalors x = =2 ix = 1.

Aixi doncs, tindrem: [Dom(f) = (=, —2) U (=2,1) U (1, +)|.

Asimptotes verticals: x2 +x —2 = (x + 2)(x = 1) =0

9
x=-2 - xlirllzf(x) =5= = |f(x) té asimptota vertical a x = —2‘

9
x=1 - ;l{m} fx) = 0= o = |f(x) té asimptota vertical a x = 1|

Asimptotes horitzontals:

. 9 — :
x1_1‘1¢nmf(x) v 0 = [f(x) té asimptota horitzontal a x = 0|

Asimptotes obliqies: com que la funcié f(x) té asimptota horitzontal, quan x = +o
aleshores |f(x) no té asimptotes 0bliq1’ies.|

Maxims i minims relatius: son els punts que anul-len la funci6é derivada.

' _ —9(2x+1)
f (x) T (x2+x-2)2

ffx)=0? = -92x+1)=0= 2x+1=0 = x=_§

Mitjancant el signe de la derivada primera, podem comprovar que a lx = —% hi ha un

Imaxim relatiul, ja que abans la derivada és positiva (f'(—1) > 0) i després és
negativa (f'(0) < 0).

Pel que fa a la monotonia de la funci6, atés que la funcié té discontinuitats
asimptotiques, busquem quin signe té la derivada en els diferents intervals de
continuitat:

o | (2D | (E) | awm

f* >0 >0 <0 <0

f creixent creixent decreixent decreixent
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Per tant:

f(x) és creixenta (—o0,—2) U (_2, _ %) )

f(x) és decreixent a (— %, 1) U (1,+00).

b) Per a calcular 'equaci6 general de la recta tangent a la funcid, fem servir la formula

y = f'(a)(x —a) + f(a) per al cas a = 4.

f4) = % = %, la recta passa pel punt (4, %)

gy ="8__°2__1
f(4)_324_ 36 4

La recta tangent sera [y =]— }’ (x—4) +% = —

1

4

1 3
x+14+== —;x+5.

Per a la representaci6 de la funcio i de la recta tangent, utilitzem els resultats de
'apartat anterior i es pot complementar amb una petita taula de valors:
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Pautes de correccio:

a) 0,25 punts pel domini de la funcié.
0,25 punts per les asimptotes verticals.
0,25 punts per les asimptotes horitzontals i obliques.
0,25 punts per la determinaci6 i la classificacié de I'abscissa del maxim relatiu.
0,25 punts pels intervals de creixement i decreixement.

b) 0,25 punts per la formulacié de la recta tangent.
0,25 punts pel calcul de la recta tangent.
0,5 punts per la representaci6 de la grafica de la funci6.

0,25 punts per la representacio de la recta tangent.
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3.
Resolucio:

a) Per a estudiar el rang de la matriu 4, calculem primer el determinant de la matriu
per a veure quan té rang maxim:

1 a 3
2a 5 3al| =45+ 24a? + 21a? — 105 — 12a? — 18a? = 15a2 — 60
7 4a 9

15’ -60=0=a = +2

Aixi doncs, se’'ns obren els casos seguents:

CASI.|Sia# +2,rangA =3

, atés que el determinant d’ordre 3 és no nul.

CAS I.|Sia = 2, rang A = 2, atés que el determinant d’ordre 3 és nul i hi ha un

menor d’ordre 2 no nul (|i él =5-8=-3%0).

CAS Il

Sia =—2,rang A = 2, atés que el determinant d’ordre 3 és nul i hi ha un

menor d’ordre 2 no nul (|_14 _52| =5-8=-3%#0).

(85 02

Quan multipliquem les matrius, veiem que es tracta d'un sistema d’equacions lineal i
homogeni. Per tant, sempre té com a minim la soluci6 (0,0, 0).

x+2y+3z = 0 1 2 30
Tenim {4x + 5y +6z = 0 amb la matriu ampliada (4 5 6 0).
7x+8y+9z = 0 7 8 9l0

Observem que la matriu de coeficients és la matriu A de I'apartat anterior per al
valor a = 2. Per tant, el rang de la matriu de coeficients és 2.

1 2 3
De tota manera, notemque [4 5 6|=45+96+84—-105-48—-72=0
7 8 9

L o 12 3
i|4 5|=5—8=—3¢0.Pertant,rang(4 5 6)=2.
7 8 9

El rang de la matriu del sistema i també el rang de la matriu ampliada sén 2 (perque
la columna (0, 0, 0) dels termes independents no pot augmentar el rang(4)), i el
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nombre d’incognites és 3. En virtut del teorema de Rouché-Frobenius, es tracta d’'un
sistema compatible indeterminat amb 3 — 2 = 1 grau de llibertat.

El menor d’ordre 2 no nul indica les equacions i les incognites que ens hem de
quedar. Per tant:

{x+2y = -3z
4x+5y = -6z

Per a trobar x i y en funcid de z podem aplicar el métode de Cramer:

= |:2§ g =—152+122=
HE
|41} :gj —6z + 12z
Y="1 20 = 3
s s

Per tant, les matrius solucié demanades son les seglents:

X Z
(y) = (—22) Z parametre.
z z

Pautes de correccio:
a) 0,25 punts pel calcul del determinant.
0,25 punts pel calcul del valor singular per discutir.
0,75 punts per la discussio (0,25 punts per cada cas).
b) 0,25 punts pel plantejament de I'equacié com a sistema d’equacions lineals.

0,25 punts per raonar que és compatible indeterminat amb un grau de
llibertat.

0,25 punts per trobar la x en funcié de z (o equivalent).
0,25 punts per trobar la y en funcié de z (o equivalent).

0,25 punts per I'expressié de la matriu solucio X.
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4,

Resolucio:

a) Per tal que f(x) sigui continua, com que les dues funcions que defineixen f(x), la
logaritmica i la lineal, son continues en el domini on estan definides respectivament,
només ens cal imposar la continuitat en el valor x = e:

lim In(x) =In(e) =1

— — 1 _ Jx—e- _
f(e)—ae+b_;c1_r2f(x)—[xljm+(ax+b)=ae+b=>ae+b_1.
=g

Per tal que sigui derivable, com que les dues funcions que defineixen la funcié f(x),
la logaritmica i la lineal, son derivables en el domini on estan definides
respectivament, tenim:

1
F(x) = {; six € (0, e).
asix € (e, 4)

Per tant, només ens cal imposar la derivabilitat a x = e.

1 1
) im —=— 1
f'(e)=limf'(x) ={x>e"x e=>|la=—|
x-e lim a=a e
X=e
Icomqueae+b=1=>%-e+b=1=>.
3
b) Busquem primer la integral indefinida [ 9;+ S dx.

Multiplicant i dividint adequadament, podem tenir al numerador la funcié derivada de
la funcié que hi ha al denominador:

f % d—1f36x3d—1l 9xt +1) + k
T 1% T 36) o 1 X T3 O D+ k.

Aixi que la funcié g(x) sera de la forma g(x) = %ln(‘)x“ +1) + k.

Finalment, per a trobar k, apliquem que la funcié que busquem ha de passar pel
punt (0, —1).

1 1
_— — . 4 —_— — — —
g(0) 361n(9 0 +1)+k—361n(1)+k—0+k—k

Per tant, tenim que, si g(0) = —1, aleshores k = —1.

Aixi, | g (x) = -In(9x* + 1) — 1|
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Pautes de correccio:

a) 0,25 punts per I'argument de continuitat a partir de les funcions que hi
intervenen.

0,25 punts per I'equacié de continuitat.

0,25 punts per I'argument de derivabilitat a partir de les funcions que hi
intervenen.

0,25 punts per I'equaci6 de derivabilitat.
0,25 punts pels valors de a i de b.

b) 0,25 punts pel plantejament del calcul de la primitiva.
0,5 punts pel calcul de la integral indefinida.

0,5 punts pel calcul de la constant d’integracio.
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5.
Resolucio:
a) La matriu A sera invertible si i només si el seu determinant és diferent de zero.

Busquem el determinant aplicant la regla de Sarrus, per tal de saber per a quins
valors del parametre a aquest determinant no s’anul-la:

a a 0
|A] = 2 a+1 a-1
2a+1 0 —a—3
=ala+1D(—a—-3)+ala—1)2a+1)—0-0+ 2a(a + 3)
=a(-a’-4a-3+2a>+a—-2a—-1+2a+6)=a(a’?—-3a+2).

. . 3++/9-8 3+1
Quan resolem |A| = 0, obtenima =0ia = iT == {

lLa matriu A sera invertible quan a # 0,1,2)

3 3 0 4 0 0
b) Quana=3tenmA=(2 4 2 |iB=(0 4 0]

7 0 —6 0 0 4

Mirem si la matriu A4 és invertible. En cas afirmatiu, calculem la inversa.

Observacio: per I'apartat anterior, com que a = 3, ja sabriem que la matriu té
inversa.

|A| = =72+ 42 4+ 36 = 6 # 0 = la matriu A és invertible.

-4 3 1
1/-24 18 6 13 5 4
A‘1=g( 26 —18 —6) =| 3
-28 21 6 147
3 2

Plantejament de la resoluci6 de I'equacio:

A-X=B-3] » A 1-A-X=A"1-(B-3]) > X=A"1-(B-3I)

4 0 0 3 00 1 00
B-3I=(0 4 0J—-{(0 3 0J=1|0 1 0
0 0 4 0 0 3 0 0 1
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Finalment, obtenim X:

-4 3 1
13

X=A1-(B-3D) > X=4"11 > |x=41=| 3 3 71
1“7
3 2

Pautes de correccio:

a) 0,25 punts per la condicié d'invertibilitat a partir del determinant no nul.
0,5 punts pel calcul del determinant.
0,25 punts pels valors que anul-len el determinant.
0,25 punts per la resposta al problema.

b) 0,25 punts per concloure que la matriu A és invertible.
0,5 punts pel calcul de la matriu inversa.
0,25 punts per les operacions matricials.

0,25 punts pel resultat final.
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6.
Resolucio:
a)

Considerem els tres punts de la imatge: A = (2,0,2), B =(0,2,1) i C = (0,0, h).
d(4,0)= [2°+(2—-h)?=+4+4—4h+h*=h*—4h+8
d(B,C)= [224+(1—h)?=+4+1-2h+h*=yR2—2h+5

Per tant, efectivament, |L(h) = vh* — 4h + 8 + yh® — 2h + 5.

b)

Per a trobar el valor minim, derivem la funcié L(h) i en trobem els punts singulars:

k) = 2h—4 N 2h—2 B h—2 N h—1
2Vh2 —4h+8 2Vvh2—2h+5 +vh?—4h+8 +Vh?2—-2h+5
h=2 h-1

Quan fem L'(h) = 0: Jrhi-ah+8  Jh?-2h+5 -

h-2 h-1
T = g = (- DVR 2+ 5= —(h - VR —4h +8

Si elevem els dos termes de la igualtat al quadrat, obtenim:

(h —2)%(h* = 2h 4+ 5) = (h — 1)?(h? — 4h + 8)
D'on:
(h? — 4h + 4)(h? — 2h + 5) = (h® — 2h + 1)(h?> — 4h + 8)
h* — 2h® + 5h% — 4h3 + 8h%? — 20h + 4h*> — 8h + 20 =

= h* — 4h® + 8h* — 2h® + 8h* — 16h + h* —4h + 8

Operant, obtenim 8h = 12 i, per tant, h = % = g

Per a comprovar que aquest valor correspon al minim, n’hi ha prou observant el
signe de la derivada abans i després d’aquest valor dins del domini del context de la
funcié. Per exemple, podem verificar que la derivada és negativa abans d’aquest

valor, per exemple perax = 1, (L'(1) = —% < 0), i positiva després d’aquest valor,
= >0).

per exemple, perax = 2, (L'(2) =%
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Per tant, la longitud minima del cable s’aconsegueix quan |C = (0,0,2) .

| la longitud minima sera:

2 2

& @0 @ -2@)s- frmovae f-aes

9 9 17
=J—+2+J—+2= — = [v/17 unitats de longitud|.

4 4 4

Pautes de correccio:
a) 0,25 punts per I'expressié d’una de les distancies.
0,25 punts per I'expressio de I'altra distancia.
0,25 punts per I'expressio final L(h).
b) 0,5 punts per la derivada de la funcié L(h).
0,5 punts pel calcul del valor singular i el punt C.
0,25 punts per la classificaci6 del valor singular com a minim.

0,5 punts pel calcul de la longitud minima.



