Selectivitat Catalunya | Matematiques C.S. | Juny 2022
Funcions - Derivades - Limits
www.buscatusclases.com

Un grup de biodlegs esta estudiant un cultiu de bacteris. La poblacié d’aquests bacteris (en
z .z 12t s i1 .
centenars) és donada per la funcié P(t)=a+ e en queé a i b sén constants positives
"+

reals i t >0 és el temps transcorregut en minuts.
Sabem que a I'instant inicial de I'estudi la poblaci6 de bacteris era de 6 centenars i que
el valor maxim de poblaci6 s’ha assolit al cap de 2 minuts d’haver iniciat I'estudi.
a) Trobeu els valors de les constants a i b.
[1,25 punts]

b) Calculeu la poblacié maxima de bacteris i estudieu-ne el comportament a llarg termi-
ni, és a dir, cap a quin valor s’estabilitza el nombre de bacteris.
[1,25 punts]
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Solucio:

a)
[1,25 punts]
A l'instant inicial la poblacié és de 6 centenars, per tant, P(0) = 6:

+12-0_
Tz yp

Per tant, obtenim que a = 6.

D’altra banda, sabem que el maxim de la poblacié s’assoleix a l'instant t = 2, per
tant, P'(2) = 0. Calculem la derivada:

12-(t? +b) —12t-2t —12t*>+12b

P = & +b)? BGEDE
Imposem que P'(2) = 0:
—-12-22+12b _
(22+b)*

D’aqui obtenim que —48 + 12b = 0 i, per tant, b = 4.
Aixi, per tal que es compleixin les condicions del problema calque a = 6i b = 4.

D’altra banda, observem que amb aquests valors dels parametres efectivament
en t = 2 hi ha un maxim perque la derivada és positiva en l'interval [0,2) i
negativa perat > 2.

b)
[1,25 punts]

La poblacié obté el seu maxim a l'instant t = 2:

9

P2) =6+t %=
T 2244

Per tant, la poblacié maxima és de 9 centenars de bacteris.

Calculem ara el limit per obtenir la poblacié a llarg termini:

tlLrgP(t)=tlLrg 6+ =6+0=6

t2+4

Criteris de correcci6: a) Obtenci6 del valor de a: 0,5 p. Calcul de la derivada: 0, 5
p. Obtencid del valor de b: 0,25 p. b) Obtencié de la poblacié maxima: 0,5 p.
Obtencié del limit: 0,75 p.
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En els models matematics que s’utilitzen per a descriure I'evolucié d’una malaltia, s’ano-

mena R, el nombre mitja de noves infeccions que cada persona infectada provoca en la

poblacié. Quan aquest nombre és inferior a 1, cada individu infectat transmet la malaltia,
de mitjana, a menys d’'una persona i la malaltia tendeix a desaparéixer. En canvi, si R, és
més gran que 1, la malaltia s’estén i es produeix una epidémia.

Quan es descobreix una vacuna efectiva contra la malaltia, es pot controlar I'epidémia
vacunant només una proporcié p de la poblacié. Es el que es coneix com a immunitat de
grup. Efectivament, un cop vacunada una proporcié p € (0, 1) de la poblacié, la nova R,
que s’anomena efectiva i es denota amb R,, és el producte de la R, original per la propor-
ci6 d’individus que no estan vacunats, 1 - p. I s’aconsegueix controlar 'epidémia si la R,
és inferior a 1.

a) En el cas del xarampid, s’estima que R, = 15. Si analitzem una poblacié amb un per-
centatge d’individus vacunats del 95 %, segons el model descrit, hi ha risc que es pro-
dueixi una epidémia de xarampi6 en aquesta poblaci6?

[0,75 punts]

b) Enel cas concret de 'anomenada grip espanyola del 1918, s’estima que R, = 4. Calculeu
quin percentatge de poblacié hauria calgut vacunar, com a minim, per a aturar l'epi-
démia d’aquesta malaltia.

[0,75 punts]

¢) Expresseu, en general, el llindar de poblacié minima que cal vacunar en funcié del
valor R, d’'una malaltia. Feu un esbds d’aquesta funci6 per als valors de R, entre 1 i 20.
[1 punt]
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Solucio:

a)
[0,75 punts]

Sabemque R, =R,-(1—p) =15-(1—-0,95) = 15- 0,05 = 0,75. Com que
aquest valor és inferior a 1, segons el model, no hi ha risc d’'una epidémia de

xarampio.
b)
[0,75 punts]
En el cas de la grip espanyola R, = Ry - (1 —p) = 4 - (1 — p). Imposem que
4-(1-p)<1
Aillant la p tenim que calque p > 1 —% = % = 0,75. Per tant, caldria vacunar més
d’'un 75% de la poblacio per aturar I'epidémia.
c)

[1 punt]

El llindar de vacunaci6 és donat per R, - (1 — p) < 1. Aillant, obtenim que cal que
p>1-— Ri. Per tant, la funcié que ens determina el llindar del minim de
0

.z \ . .z P 1
vacunacio necessaria, en funcié de R, és p(R,) =1 — =
0

Per fer un esbés de la funci6 entre 1 i 20 podem buscar els valors de la funcié en

els dos extrems p(1) = 0i p(20) = g = 0.95. També veiem que la funci6 és
sempre creixent perqué la derivada és p'(R,) = R_12 > 0 i, per tant, no té extrems
0

relatius.

La grafica de la funci6 és:

1

Criteris de correccio: a) Calcul i justificacié que no hi ha risc d’epidémia en
aquest cas: 0,75 p. b) Plantejament: 0,25 p. Calcul: 0,5 p. c) Obtenci6 de la
funcié: 0,5 p. Esbés de la funcié: 0,5 p.
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6. Considereu la funcié f(x) = €.
a) Calculeu el pendent de la recta tangent a la grafica d’aquesta funcié en el punt d’abs-
cissa x =0.
[1,25 punts]

b) Obteniu I'equacié d’aquesta recta tangent.
[1,25 punts]
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Solucio:

a)
[1,25 punts]
Comencem calculant la derivada f'(x) = 3e3*. Per tant, el pendent en el punt
d’abscissa x = 0 sera f'(0) = 3.
b)
[1,25 punts]

Quan x = 0, la funci6 pren el valor f(0) = e° = 1. Per tant, hem de calcular la recta
tangent en el punt (0,1). Sabem que el pendent és m = 3. Per tant la recta és de la
forma y = 3x + n. Per trobar el valor de la constant n utilitzem que ha de passar pel
punt (0,1). Pertant 1 = 3 -0 + n, és a dir, n=1.

Aixi doncs la recta tangent que estavem buscant és y = 3x + 1.
Criteris de correcci6: a) Calcul de la derivada: 0,5 p. Obtencié del pendent: 0,75 p. b)

Calcul del valor de I'ordenada en el punt d’abscissa x=0: 0,5 p. Obtencié de la recta
tangent: 0,75 p.





