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El nombre de kilograms de menjar que han gastat en un alberg d’animals durant una

£ 37 9t
setmana concreta es pot calcular mitjangant la funci6é f(t)=10 (—g + SR + 10) , en

que t és el temps en dies i va des del dia t=1 (dilluns) fins al dia ¢=8 (dilluns de la set-
mana segiient).
a) Calculeu quants kilograms de menjar es van gastar el primer dilluns i el dilluns

segiient. Trobeu quin dia d’aquella setmana es van gastar 100 kg de menjar.
[1 punt]

b) Determineu els dies de la setmana en qué la despesa en menjar va ser més gran i els
dies en queé va ser més petita. Quants kilograms de menjar es van gastar aquests dies?
[1,5 punts]



Solucio:

a)
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Comencem calculant els quilos de menjar que es van gastar els dos dilluns:

D =10 18312 9.1 \_550_275_ ..
fO=10{—gt+—=-—-+10]= —g==—== 6875k

8% 3.82 9.8
f(8)=10(—§+ > —T+10>= 60 kg

Ara hem de trobar quin dia es van gastar 100 kg de menjar:
3 2 3 2
10(-=+>-2+10)=100 > -Z+>=-Z+10=10

e + 3¢ % 0 t3+12t>-36t=0
_ —— —_ = - — - -
8 2 2

- —t(t?—=12t+36)=0 > —t(t—6)? =0 - t=0it=6

Com que t = 0 no és del domini d’aquesta funcid, la solucié és t = 6, és a dir, el
dissabte es van gastar 100 kg de menjar.

b)

Per buscar els extrems relatius de f(t), cal igualar a zero la derivada:

) 3t? 9 5 5
ff@)=10(——+3t—>|=0 ->3t>-24t+36=0 > t* -8t +12=0 -

8 2

t=6)-(t—=2)=0->t= 6it=2

Ara cal comprovar quin és el maxim i quin és el minim:

1 (1,2) 2 (2, 6) 6 (6, 8) 8
f'@® - 0 + 0 -
f(t) | 68,75kg | Decreix. Minim Creix. Maxim Decreix. | 60 kg
(2, 60) (6, 100)

3 3.22

f@=10(-5+35-F+10)= 60kg.

Els dies que la despesa en menjar va ser més petita sén el dia 2 (dimarts) i el dia 8
(dilluns de I'altra setmana), amb 60 kg, i el dia que es va gastar més menjar va ser el dia
6 (dissabte), amb 100 kg.

Criteris de correccio:

a) 0,25 punts per cada imatge i 0,5 punts per I'antiimatge.

b) 0,5

punts per la derivada; 0,25 punts pel calcul dels extrems relatius; 0,5 punts per

estudiar de quin tipus soén els extrems relatius i 0,25 punts per observarqueent =8

també

s’assoleix el minim.
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6. Quan es dissenyen els esglaons d’una escala hi ha diversos
parametres que cal tenir en compte, dos dels quals sén la S
petja (la part horitzontal de I'esglad, on es posa el peu) i s
la contrapetja (la part vertical del grad, és a dir, I'algaria).

L’arquitecte francés Frangois Blondel va establir a finals
del segle xv11 que la relacid ideal entre aquestes dues magnituds era que la suma de dues
contrapetges més una petja fos igual a 64 cm.
Anomenem y la longitud de la contrapetja i x la longitud de la petja.
a) Trobeu la funcié que permet calcular la longitud ideal de la contrapetja en funci6 de la
longitud de la petja. Quina seria la longitud ideal de la contrapetja si la petja és de
28 cm?
[1 punt]

pet)a

contrapetja

b) La normativa actual estableix que en el disseny d’escales d’ts public cal que la petja
sigui com a minim de 28 cm i que la contrapetja estigui compresa entre 13 i 18,5 cm.
A més a més, la suma de dues contrapetges més una petja ha d’estar entre 54 i 70 cm.
Escriviu aquestes tres condicions en funcié de x i de y. Si volem construir una escala
amb esglaons de 40 cm de petja, calculeu entre quins valors ha d’estar compresa la
contrapetja per a complir amb la normativa actual.
[1,5 punts]
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Solucio:

a)

b)

64—x
2

Sabem que 2y + x = 64. Per tant, aillant, obtenim que: y =

64—28
=18 cm

D’altra banda, si x = 28, substituint obtenim que: y =

Per tant, la longitud ideal de la contrapetja és de 18 cm.

Les inequacions que estableix la normativa sén les seglents:

x > 28
13<y <185
54 <2y+x<70

Aixi doncs, si x = 40, es compleix la primera condicié. Pel que fa a la tercera,
d’una banda tenim que 2y + 40 < 70, que ens dona que y < 15. D’altra banda,
cal que 2y + 40 > 54, que ens donaque y = 7.

També sabem que cal que 13 < y < 18,5. Per tant, ajuntant totes les
condicions, sabem que cal que la contrapetja estigui entre 13 i 15 cm.

Criteris de correccio:

a) Escriure la condicié en forma d’equacio: 0,25 punts. Obtenir y en funcié de x: 0, 5
punts. Trobar la longitud de la contrapetja: 0,25 punts.

b) Obtencié de les inequacions: 0,25 punts cadascuna. Treballar bé les desigualtats en
el cas concret que x = 40: 0, 5 punts. Resultat final: 0,25 punts.
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En els ultims mesos, la demanda de gel hidroalcoholic ha baixat molt respecte als primers

12+ 8x

moments de la pandémia. La funcié f(x)= O en que x € [0, + ) indica el nombre

de mesos transcorreguts des de I'inici de la pandémia, dona les vendes mensuals, en mili-

ons de litres, de gel hidroalcoholic.

a) Determineu si la funcié f(x) és continua en tot el seu domini. Calculeu la taxa de
variacié mitjana a I'interval [0, 1]. A quin valor tendiran les vendes mensuals de gel al
llarg del temps?

[1,25 punts]

b) Comproveu que la funcié és decreixent en tot el domini i trobeu la recta tangent en
el punt x=1.
[1,25 punts]



Solucio:

a)

b)
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La funcié f és racional i per tant és continua en tots els reals llevat dels punts on
. 1
s’anul-la el denominador, en aquest cas x = — - Com que aquest punt no pertany

al domini de la funcié podem afirmar que la funcié f és continua en tot el seu
domini.
Per calcular la taxa de variacié mitjana fem servir la férmula

TVMy[0,1] = LLOI12 - g

Finalment per respondre la darrera pregunta cal calcular
. 12+8x 8
L P
Aix0 ens indica que a mida que passin els mesos les vendes mensuals tendiran cap
a 2 milions de litres.
Per comprovar que és decreixent en tot el seu domini hem de calcular la funcié
derivada. Sabem que la funcio és derivable en tot el seu domini perqué és una
funcid racional continua en tot el seu domini.
) = 8(4x+1) —4(12 + 8x) _ —40
(4x + 1)2 (4x + 1)?
Com que el denominador és positiu per a qualsevol valor x del domini i el
numerador és negatiu, la derivada sera negativa en tot el domini de la funcié f i,
per tant, aquesta funcio és decreixent en tot el seu domini.

Calculem ara I'equacié de la recta tangent en x = 1. Hem d’aplicar la férmula

y=f=fMk-1)

és a dir,
8
y—4=-ck-1

i, per tant, la recta tangent és

__8 .8
y="5%TT

Criteris de correccio:

a) Argumentacié de que la funcié és continua en tot el seu domini: 0,25 p. Calcul
de la TVM: 0,5p. Calcul del limit: 0,5 p.

b) Calcul de la derivada: 0,5p. Justificacié de que la funcié és decreixent en tot el
seu domini: 0,25 p. Calcul de la recta tangent: 0,5p.
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El cost anual de la neteja de les instalacions d’'una empresa que va obrir fa 20 anys,
expressat en centenars d’euros, és donat per la funci6
t2
—+10, sit€[0,10]
10

C(t)=
_(t-14y
2

28 , si t € (10, 20]

en que t és el temps expressat en anys.

a) Quin va ser el cost de la neteja de 'empresa en el moment d’obrir? I al cap de 10 anys
de funcionament? Comproveu que en aquest punt la funcié és continua. Quin és el
cost de la neteja de 'empresa al cap de 20 anys de funcionament?

[1,25 punts]

b) Representeu graficament la funcié C(f). En quin moment el cost de la neteja de I'em-
presa va ser maxim?
[1,25 punts]



Solucio:

a)

b)
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En el moment d’obrir 'empresa C(0) = 10, per tant el cost de la neteja de
I'empresa en el moment d’obrir era de 10 centenars d’euros, és a dir, 1000 euros.
Quan t = 10 observem que la funcié és continua i que tant per I’esquerra com per
la dreta obtenim que el cost de la neteja de les instal-lacions als 10 anys és de 20
centenars d’euros, és a dir, de 2000 euros:

102
c(10) =45t 10 = 20.
Mentre que el limit quan t tendeix a 10 per la dreta és

28 — @ =20.

Pel que fa als 20 anys obtenim
_ 2

C(20) = 28 = & _ 19

i, per tant, el cost de la neteja de 'empresa als 20 anys de funcionament fou de 10
centenars d’euros, és a dir, 1000 euros.

Observem que es tracta d’una funcié definida a trossos. En I'interval [0,10] es tracta
d’una parabola creixent en I'interval [0,10] ates que el coeficient del terme de segon
grau és positiu i que té el minim en el punt d’abscissa 0.

En Iinterval [10,20] la funcié assoleix el maxim en el seu vertex, M = (14,28), atés
que és una parabola amb el coeficient del terme de segon grau negatiu.

Per saber en quin moment el cost de la neteja de I'empresa va ser maxim podem
utilitzar la grafic de la funcid. Veiem que el cost de la neteja va ser maxim en el catorzé
any i aquest cost maxim va ser de 28 centenars d’euros, és a dir, 2800 euros.

Criteris de

correccio:

a) Calcul de C(0): 0,25 p., de C(10) i comprovar que és continua en aquest punt:
0,5 p. i de C(20): 0,25 p. Expressar correctament el cost (en euros o en
centenars d’euros): 0,25 p.

b) Obtenci6 de la grafica: 0,75 p. Calcul del maxim: 0,5 p.
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Una jove emprenedora vol crear una empresa de baldufes, que té pensat d’imprimir amb
una impressora 3D a partir d’'un disseny matematic fet amb el programa GeoGebra. Per
a fer-ho, fa girar el perfil de la funcié f(x) =-x’+ 2x” al voltant de I'eix de les abscisses
entre els dos punts de tall amb aquest eix, i aixi obté una baldufa tombada. Les unitats
estan expressades en centimetres.

p——
¢ b WO AD LN - D Q
acCe!l @ - coe!

»

a) Quina sera l'alcaria de la baldufa? Observeu que per a obtenir-la heu de calcular la
distancia entre els dos punts de tall amb I’eix de les abscisses.
[1 punt]

b) Quina sera 'amplaria de la baldufa? Observeu que I'amplaria correspon al doble del
valor que pren la funcié en el maxim que hi ha entre els dos punts de tall amb I'eix de
les abscisses.

[1,5 punts]



Solucio:

6.

a)

b)
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Tenint en compte que la baldufa es dissenya tombada, per calcular I'alcaria sols cal
trobar la distancia entre els dos punts de tall a I’eix d’abscisses. Per tant, hem de
resoldre I'equacio:

—x34+2x2=0
Traient factor comu veiem qué x*(—x + 2) = 0 iveiem que x = 0 és una arrel
doble i x = 2 una simple, amb la qual cosa podem constatar que esta imprimint
una petita baldufa de 2 cm d’algaria.

Per calcular 'amplaria hem de trobar els extrems relatius. Comencem calculant la
derivada
f'(x) = =3x*+ 4x
La igualem a zero i traient factor comu. Tenim que
x(=3x+4)=0
I, per tant, obtenim les arrels x = 0, que correspon a I'arrel doble de la funcid, i
X = gque correspon a un extrem relatiu, I'ordenada d’aquest extrem sera

0=~ (3 2y -2

I, per tant I'amplaria de la baldufa és de

2_64 .
27 27 T

Criteris de correccié:
a) Calcul dels punts de tall: 0,5 p. Calcul de l'algaria: 0,5 p.

b) Calcul de la derivada: 0,5p. Calcul de I'ordenada del punt on s’obté el maxim:
0,5 p. Calcul de 'amplaria: 0,5 p.

10



