Al pati d’'una escola es vol crear una area
de joc de 30 m” per als més petits en forma de
trapezi rectangular, de manera que la base
més gran mesuri el doble que la base més
petita, tal com mostra la figura, i que el costat
oblic respecte a les bases (D) sigui tan curt
com sigui possible.

20
a) Justifiqueu que se satisfan les relacions segiients: h=— i D(x)=
X

[1 punt]
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b) Trobeu les dimensions del trapezi per a les quals la longitud del costat D és minima.

[1,5 punts]
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Solucié:

a)

L’area del trapezi és A = % - h i utilitzant que I'area fa 30 m? obtenim |h = Zx—o

Observem que podem descomposar el trapezi en un rectangle de base x i altura h i un
triangle rectangle d’hipotenusa D i catets x i h. Ara només cal aplicar el teorema de

Pitagores a aquest triangle per obtenir |D(x) = h—ozo +x2|

b)

Per minimitzar la funcié D (x) derivem obtenint

, T_SOO + 2x _490 +x
D'(x) =—=% =X

2 .\lé£¥2.+.x2 ﬂ£¥2.+ xz
X X

-400

X3
tenint en compte que només podem prendre les solucions positives, I'inic candidat a
extrem és x = V20 = 2v/5. Ara podem observar que en l'interval (0,2v/5) tenim D'(x) <
0 i, per tant, D és decreixent i que a l'interval (2V5, +=) tenim D’(x) > 0 i, per tant, D

és creixent, i, per tant, en x = 2v/5 hi ha un minim.

+ x = 0 i obtenim x* = 400 i,

Resolem ara I'equacié D'(x) = 0 o equivalentment

Aixi les dimensions que fan el costat oblic minim sén

k=h=+20=2V5m iD = V40 = 2J/10 m

Observacio: Per al calcul del punt singular, també es pot procedir a derivar la funci6é

D2(x) =3

mateixos valors de les abscisses.

+ x2, sempre que s’argumenti que tindra localitzats els extrems en els
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4. A R? considereu els triangles rectangles que tenen els vertexs en els punts O=(0, 0),
A=(x,0)iB=(0,y),ambx>01y>0,ien que la suma dels catets és 10.
a) Expresseu I'area del triangle AOB en funcié de x. Per a quin valor de x 'area del

triangle AOB és la més gran possible? Quin valor té aquesta area maxima?
[1,25 punts]

b) Expresseu la hipotenusa del triangle AOB en funcié de x. Per a quin valor de x la

hipotenusa del triangle AOB és la més petita possible? Quin és aquest valor minim?
[1,25 punts]



Solucio:

a)

Sabem que x +y = 10

Pertant, y =10 —x

X x(10 —x) |10x — x?
A - A = =
rea > 3
10-2
A(x) = X_ 5—x
2
A'(x) =-1
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A’ =0quan x =5. A”(5) = —1 < 0. Per tant, l'area és maxima quan [x = 5|.

En aquest cas I'area maxima és

IA(5) = 25/2 unitats de superficie|.

b)
Sabem que x +y = 10

Pertant, y =10 —x

hipotenusa = [H(x) =] Jx? + (10 —x)2 =

et 4x-20 _ 2x-10

H'(x) = 2v2x2-20x+100  V2x2—20x+100
2x — 10

Hx) =0

V2x2 —20x + 100

V2x2 — 20x + 100

=0=22x-10=0=x=5
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V2xZ= —(2X—10)——X=20
2V2x5-20x+100-(2x-10) === 5(2x2-20x+100)-(2x—10)2 _ 100

2x2-20x+100 J(2x2-20x+100)3 Vv (2x2-20x+100)3

H"(5) > 0 per tant Ja funci6 hipotenusa té un minim quan x = 5|,

H"(x) —

El valor minim de la hipotenusa sera [H(S) = 5v/2 unitats de Iongitudl.

Observacio: L'estudiant també pot optar, de forma justificada, per fer minima la funcié
f(x) = 2x? — 20x + 100, prescindint de I'arrel quadrada, fet que simplifica els calculs.
Aix0 és possible atés que la funci6 arrel quadrada es monotona creixent, de manera
gue no es modifiquen els valors de les abscisses on s’assoleixen els maxims i minims
de la funcié.
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6. Lacolumna de I’esquerra de la taula segiient mostra 'esquema d’un programa informatic
que s’ha elaborat per a trobar solucions aproximades d’una equacié f(x) = 0 en un interval
(a, b), sabent que f(a) - f(b) <0. La columna de la dreta recull un exemple de funciona-
ment del programa en queé es pot veure com actuaria per trobar una solucié de I'equacié
x+In(x) =0 entre els valors a=0,51 b=2.

Esquema del programa Exemple
1. Escriure «Introduiu un valor a» L’usuari introdueix a = 0,5
2. Escriure «Introduiu un valor b» L’usuari introdueix b =2
3. Escriure «Introduiu una funcié f(x)» L’usuari introdueix f(x) = x + In(x)
4. Calcular c=(a+b)/2 El programa calcula la mitjana entre a i b i li assigna el

nom c=(0,5+2)/2=1,25
5. Sif(a)* f(c) <0, aleshores reassignar b =c; en cas El programa comprova que £(0,5) * f(1,25) = (0,5 +In(0,5)) *

contrari, reassignar a=c (1,25 +1In(1,25)) < 0; per tant, reassigna b= 1,25
6. Repetir els passos 4 i 5 tants cops com faci falta fins | El programa va repetint la comprovacio anterior,
que f(a) - f(b) <0,00000001 canviant cada vegada els valors de a o de b:
a b

inici 0,5 2

iteraci61 0,5 1,25

iteraci62 0,5 0,875

iteraci63 0,5 0,6875

iteracio4 0,5 0,59375

iteracid 5 0,546875 0,59375
iteracié 6 0,546875 0,5703125
iteracié 7 0,55859375  0,5703125
[...]

7. Quan f(a) - f(b) < 0,00000001, escriure: «La solucié |Després d’unes 30 iteracions, el programa escriu: «La
de I'equacid és c» i aturar el programa soluci6 de I'equaci6 és 0,56714329»

a) Expliqueu per que aquest programa és capag de trobar una solucié aproximada de
'equacié x + In(x) =0 entre els valors a=0,5i b=2.
[1,25 punts]

b) Volem aplicar aquest programa per a trobar les tres arrels de f(x) =x’ - 3x*+ 1 amb
valors de a i b diferents. Trobeu justificadament entre quins valors a i b, per a cada
arrel, hem d’aplicar el programa per a trobar aproximacions de cadascuna de les tres
arrels de la funcié.

[1,25 punts]
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Solucié:

a)

Per a que el programa pugui trobar una solucié a una equacio f(x) =0 entre ai b cal
que la funcié f(x) compleixi el teorema de Bolzano, és a dir que la funcio sigui continua
en [a, b] i que f(a) i f{b) siguin de signe diferent, és a dir que f(a)-f(b) < 0. En aquest
cas el teorema de Bolzano ens assegura 'existéncia d’una arrel dins l'interval

(a, b).

En I'exemple concret en el que s’ha aplicat el programa, podem veure que la funcio
f(x) = x + In(x) és continua en l'interval [0,5, 2] ja que és la suma de dues funcions
continues en aquest interval, concretament una funcié polinomica de primer grau i la
funcio logaritmica que és continua en tot el seu domini Dom(in(x)) = (0, +). Veiem
també qué f(0,5) - f(2) = (0,5 + In(0,5)) - (2 + In(2)) < 0 la qual cosa demostra que
existeix una solucié de I'equacio en [0,5, 2].

El que fa el programa és trobar el punt mig ¢ entre els valors aii b, i buscar en quin
interval canvia de signe la funcio; si ho fa a l'interval [a, c] el que fa és prendre com a
nou valor de b el punt mig ¢, i d’aquesta manera tenim un nou interval [a,b] que torna a
complir el teorema de Bolzano, ja que la funcié canvia de signe i és continua en aquest
nou interval. En el cas en que el canvi de signe es produeixi a l'interval [c, b], el que es
fa és prendre com a nou valor a el punt mig c¢. En aquest cas també teniu un nou
interval [a, b] que compleix el teorema de Bolzano. En un i en l'altre cas reduim a la
meitat 'amplada de l'interval inicial. Repetint aquests passos diverses vegades
aconseguirem apropar tant com es vulgui els valors de ai b obtenint aixi una
aproximacio de I'arrel que, pel teorema de Bolzano, esta garantida en aquest interval.
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b)

Les funcions polinobmiques sén continues, per tant, només necessitem trobar entre
quins valors es troben les arrels. Una possibilitat seria comencar a fer una taula de
valors exhaustiva fins trobar alguns valors en els que la funci6 canvia de signe i a partir
d’aqui contestar la pregunta, pero la millor manera de trobar els valors entre els que hi
ha solucid, i estar segur de que aquesta solucié és unica és fer una taula de
comportament identificant els seus extrems relatius, en aquest cas f'(x) = 3x? — 6x =
3x(x—2)=0donveiemquex =0ix = 2.

/I

Fent una taula de comportament:

X (—,0) 0 |[(0,2) 2 (2, 4+)
f creix 1 decreix | -3 | creix
fo o+ 0 - 0 +

Aquesta taula de comportament ens indica que el polinomi tindra una arrel entre 0 i 2,
ja que en aquest interval la funci6é és continua i canvia de signe, i també hi haura una
soluci6é abans de 0 i després de 2. Com que en aquestes tres intervals la funcio és
monotona (la derivada ja no canvia de signe) I'arrel sera unica en cada un dels
intervals. Ara només cal trobar un valor anterior a 0 i un posterior a 2 en els que la
funcioé canvii de signe.

Perexemple perax =—-1,f(—-1) =-3<0iperax=3,f(3)=1>0.

Com a conclusio |el programa podra trobar tres solucions, una en cada un dels|
intervals [—1,0], [0,2]i [2, 3],




